VNiVERSiDAD ANALISIS COMPLEJO 1
D SALAMANCA Curso 2020-2021

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

Tema 1 - Propiedades basicas de los niimeros complejos.
FEjercicio 1. Dado w € C con |w| = 1, probar que

J=1lmw'<=l=1yw=1.

n—oo

Ejercicio 2. Para todo n € Z' tenemos el grupo de raices n-ésimas de la unidad
T, = {w € C:w" = 1}. Probar que

Zw:O, Hw:(—l)"’l, H (1—-w)=mn;

y que para m € Ny n € Z se tiene

1 Z n 1sin=0modm
PR W =
m e 0 si n # 0 mod m.

Ejercicio 3 (Teorema de Kronecker). Sea w € S* := {2 € C: |z] = 1} C C. Probar
que el conjunto

WN={w":neZ"
es denso en la S si y solo si w no es una raiz de la unidad.
Ejercicio 4. Sea z € C*. Encontrar todos los w € C tales que e = z.

Fjercicio 5. Sea z € C* y wy el inico complejo con parte imaginaria en (—m, 7| tal
que e"° = z. Diremos que wy es el logaritmo principal o valor principal del logaritmo
de z y lo denotaremos

Log(z) := wo.

Determinar el menor n € Z* tal que Log(1 4 )™ # n - Log(1 + ).
FEjercicio 6. Sea w € C y n € Z. Calcular valor principal de /w. En particular,

calcular {/(—1)3, Vi3, Vi® y \/(3i — 4)2.

FEjercicio 7. Sea f una funcién de clase C' en un abierto conexo G C C. Diremos
que f tiene antiderivada holomorfa en G si existe una funcién derivable compleja ¢
de modo que f = ¢’. Probar que si existe alguna curva cerrada C' a trozos v C G
tal que

A f(2)dz 40,

entonces f no tiene antiderivada holomorfa en G.
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Ejercicio 8. Sea f una funcién de clase C! en un abierto conexo G como antes.
Probar que si existe un abierto conexo U C G de cierre compacto tal que

f(z)dz #0,
ou

entonces f no es derivable compleja en G.

FEjercicio 9. Denotemos z = x + iy = Re(z) + ilm(z) y sea n € N. Computar

/:rd:v, /ydz, /z”dz, /Z”dz;
7 2 V3 3

v = poligono [—i, —i+ 1,7+ 1, —i],

donde

~2 = semicircunferencia unidad (superior),
1
Y3 = ST

Ejercicio 10. Considérese la suma

o0

1

ns
n=1

para s € C. Demostrar que converge normalmente (en particular, uniformemente)
para Re(s) > 1. Tenemos entonces una funcién continua en {s € C : Re(s) > 1}
definida como

y que se llama funcion zeta de Riemann-.

IEsta funcién resultard ser holomorfa y podré extenderse por continuacién analitica a una
funcién meromorfa en C con un tnico polo en s = 1.



